PC* Planche N°2 V. Tejedor

— Meéthode 1 : Utiliser 1 et une formule classique. Ex 2., 2.bis, ...

— Méthode 2 : Montrer que f est de classe 6! (ou le supposer dans un premier temps) puis dériver pour obtenir une équation
différentielle. Ex 1-a), 4-b), 11, ...
Dans tout les cas prendre des cas particuliers pour obtenir £(0), f'(0) ...

— Méthode 3 : (rare) Utiliser le cas dégalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Fonctions caractérisées par une équation
Déterminer les fonctions qui vérifient les propriétés suivantes :
1. f estcontinuesurRet:
a) V(x,y) €R? f(x+y)=fx)+f(y)
b) V(x,y) eR? fx+y)=ff W)
Principe :
Méthode 1 f(0)=0etf(x)=~—f(-x)puis VreN, f(nx) = nf(x) démontré par récurrence.
On passe ensuite aux rationnels V(p, g) € Z x N*,f(i—;x) = %f(x), en calculant f(q * %x) = f(p*x)
Enfin la continuité de f donne f(x) = xf (1) car tout réel est limite d'une suite de rationnels.
Méthode 2 f € €' (R,R) démontrer avec f(x) = fol fx+y)— f()dy. Puis dériver I'égalité et équation différentielle.
Attention, avec cette méthode, la réciproque est obligatoire.
Pour le b), utiliser g = In(f)
2. f est continue sur R} et:
a) Y, eR:,, flxy) =)+ [
b) Y(x,y)€RE ,, f(xy)=yfx)+xf(y)
Principe :
a) Utiliser g = f oexp et se ramener au 1. a)
b) Utiliser g = @, diviser par xy et utiliser le a) ou f € €' (R*,R) et dériver par rapport a x et fixer y pour obtenir une équation
différentielle ( solution f : x — a * xIn(x))
3. Pour g : f estdérivable surRet: V(x,y) € [Rz,f(xy) = f(x) f(y) (idem avec f continue)
Principe : Dans les deux cas, on commence par remarquer que f (1) = f(l)2 et f(—l)2 = f(1) et on distingue donc trois cas
f=o0 Alors festnulle
f)=letf(-1)=1  Alors fest paire
f)=1let f(-1)=-1 Alors festimpaire
— Sifest dérivable, équation différentielle, puis recollement par parité ou imparité
- Sif continue, on étudie la fonction sur R’} et on considére g = f oexp et on se rameéne au 1. b). On recolle ensuite par parité.

4. festdérivableenOeta#1,a#0.Vxe f(ax)=af(x)

Principe : On définit g : xﬂ-\f_’_}& et g(0) = f'(0).
Silal > 1,Vx € R on définit U, pa; Up=xetU,4 = % Alors VneN, g(x) = g(Up).
La continuité de g donne alors Vx € R, g(x) = g(0). Utiliser U1 = aU, silal <1
5. f estcontinuesurRet:
a) Y,y eR%, flx+y) - flx—y) =2f(x)f(y)
b) Vx, ) eR?, fx+y)+fx—y) =2f(x)f)
Principe :
a) f(0)=0et f(x)— f(—x)=0.0Onen déduit que f(x) =2x f(3)*=0et — f(x) =2* f($)* = 0. Donc f(x) =0
b) Par intégration, montrer que f € €2 (R,R), puis équation différentielle d’ordre 2 ( dériver deux fois par rapport a x et fixer
y=0)
6. f est continiment dérivable sur Ret: V(x,y) € R?, (x— ) f'2x - y) = f(x) — f ()

Principe : x = 0 et y = 0. on obtient deux équations. on finit en faisant x = y entre ces deux équations. On obtient f'(2x) =
f'(=x), on conclut par continuité de f’

7. festcontinuesurRetVxe,x [; f2(r)dr=[f; f(1)di?
Principe: x = fox 12 dt, et cas d’égalité de Cauchy-Schwartz




10.

11.

12.

f est continue sur Ret V(x,y) e R? f(x +y) = f(x) + f () + xy
Principe: On peut poser g(x) = f(x) — x?z oufee€ LR,R) et équation différentielle ( % ety=0)

. f est continue sur R et V(x,y) € R?, f(x) — f(y) = y+2xf(t) dat

x+2y
Principe: y=0= f € €' (R R). Ensuite, < et x = y = f(3x) = f'(x). Enfin % etx=0= f'(2x) = f'(x)
On peut conclure par continuité de f’
Pour 3 : f est continue sur [0, 1] et fy f(£)dr=1/3+ [y [f (21 dt
Principe: 1/3 = [, t*dt, on obtient aprés changement de variable ( ¢ = u?) f; (f(t?) - 1)>dt=0
f estcontinuesurRet Vx € R, f(ax+ b) = f(x) ol a et b sont deux réels fixés tels ques |al # 1

Up=x
0 _u,-p -Alors f(Uy) = f(Ups1), d'olt f = cte par continuité

Principe: Si|al > 1, on pose pour x quelconque {
n+1 a

U():x
Uys1=aU,+b

f est deux fois contintiment dérivable sur Rer Vx € R2, fx+D)f(x—y) = f(x)2 — f(y)2

Silal <1, on utilise Vx € R,{

Principe : %. On obtient f"(x+ ) f(x—y)— f(x+ ) f"(x—y) =0.

Si f estnonnulle, Jae R/ f(a) #0. D'ou VxeRf"(x) = ]}((a“)) fx)




