PC* Planche N°1 J.C. Martin

Familles libres, familles liées

Exercice 1. Soit v un endomorphisme d'un espace vectoriel E, tel que Vx € E,AA e R: v(x) = Ax
Monter que : IA e R/v = Aldg
(x,y) libre = utiliser v(x+y)

. o Ceci établit I'unicité de A
(x,y) liée = utiliser x = ay

Principe: V(x,y) € EZ,{

Exercice 2. Soit E un [K-espace vectoriel de dimension 7 et v un endomorphisme d’un espace vectoriel E qui commute avec toutes
les projections vectorielles.
Montrer que : IA e R/v = Aldg

Principe: Y x € E, soit p un projecteur tel que Im(p) = Vecty (x). Alors p(v(x)) = v(x) = Vx € E,JA e R/v(x) = Ax

Bases
Exercice 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et F un sous-espace vectoriem de E autre que E et 0
Montrer que F admet une infinité de supplémentaires.
Principe : On note p la dim de F . Le théoréme de la base incomplete donne un premier supplémentaire
G = Vectk (ep+1, ..., en). On note alors VA € KG), = Vectx(ep+1 +Aey, ..., ;) alors Gy # G sid #
Exercice 2. Démontrer le théoréme du rang
H — Im(f)
x— f(x)
Exercice 3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension #. on considere f un endomorphisme de E qui vérifie
dxp € E/[f(xo,f(xg, ...,f(x(;’] soit une base de E
Montrer que f est un automorphisme de E. Etudier la réciproque.

Principe: Soit Hc E/H@XKer(f) =E . Montrer que h: est injective et surjective.

Principe: E cIm(f) donc f est surjective. Réciproque fausse : cas de Idg

Exercice 4. Démontrer que si A et B sont deux sous espaces vectoriels de E, de dimension finie, alors
dimA + dimB = dim(A + B) + dimANB
AxB—A+B
(a,b)— a+Db
f estsurjective et Ker(f) estisomorphe a A B car Ker(f) = {(x,—x),x € A(\B}

Principe: Considérer f : et appliquer le théoréme du rang.

Exercice 5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Montrer que :
[3f € Z(E)/Im(f) =Ker(f)] < [n est pari]

0
Principe : = Théoréeme du rang, < Considérer 'endomorphisme associé a .4 at(f) = [ L g ]
2

Exercice 6. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7. on considére f un endomorphisme de E tel que f” = 0etf" "1 #0

a) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est M :

01 0 .. 0 0
00 1 . 0 0

M= 0
0 1 0
0 : o0 1
00 ... ... 0 0

b) Montrer qu'il existe une base dans laquelle la matrice de f est ‘M
Principe: Vx € E\Ker(f"!, (x, f (%), ..., f¥(x)) estlibre si k< n—1
Exercice 7. Soit A une matrice de rang r a n lignes et p colonnes. Montrer qu'’il existe deux matrices inversibles P et Q telles que

0

A=PJ,Qol1], estla matrice Or 0

Principe :
< invarriance du rang par composition d’isomorphisme
antécédentde 8  base de Ker(f)
= 1, 0 | BasedeIm(f)=B
0 0 ! Théoreme de la Base Incomplete




Rang
Exercice 1. Soit E et F deux KK-espaces vectoriels de dimension finie. On considére f et g deux morphismes de E vers F.
Montrer que | rg(f) — rg(g)| < rg(f + g) < rg(f) + rg(g)
Principe :
Inégalité de droite : Im(f + g) < Im(f) +Im(g) puis dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(ANB)
Inégalité de gauche : f = (f + g) — g et appliquer la premiére inégalité
Exercice 2. Soit E, F et G trois K-espaces vectoriels. On consideére f € Z(E,F) et ge Z(EG)
Montrer que go f =0 < Im(f) cKer(g)
Principe : Pas d’astuce... partir des définitions

Exercice 3. Soit E, F et G trois K-espaces vectoriels. On cosidere f € Z(E,F) et ge Z(EG)
Montrer que




