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Sujet :

1.


un+1 = −un + vn + wn

vn+1 = un − vn + wn

wn+1 = un + vn − wn

Conditions sur u0, v0, w0 pour que un, vn et wn converge ?

2. Soit Z[j] = {x + jy, x ∈ Z, y ∈ Z}

a. Montrer que Z[j] est un sous anneau de C
b. Montrer que u est inversible dans Z[j] si et seulement si |u| = 1

c. Montrer que l’ensemble des éléments inversibles est un sous-groupe multiplicatif

Solution utilisée :

1. Xn =

 un

vn

wn

 et Xn+1 =

 −1 1 1
1 −1 1
1 1 −1


︸ ︷︷ ︸

∈Sn(R)

Xn = AXn

• Trouver les valeurs propres : 1 évidente + tr et det pour les deux autres

• Diagonaliser dans une BON : A = PDtP
tPXn+1︸ ︷︷ ︸

Yn+1

= D tPXn︸ ︷︷ ︸
Yn

⇒ Yn = DnY0. . .

2. a. facile (penser à 1 + j + j2 = 0)

b. ∀u ∈ Z[j], |u|2 = x2 + y2 − xy

• u inversible si et seulement si ∃(x′, y′), xx′ − yy′ + j(xy′ + x′y − yy′) = 1

(1, j) base de C ⇒

{
xx′ − yy′ = 1
xy′ + x′y − yy′ = 0

Le déterminant de ce système est justement x2 + y2 − xy = 1
• Réciproque : |u| = 1

or uu′ = 1 ⇒ |u|2|u′|2 = 1
|u|2 = x2 + y2 − xy ⇒ |u|2 ∈ Z et |u′|2 ∈ Z

}
⇒

{
|u| = 1
|u′| = 1
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